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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΤΕΚΝΩΝ ΤΟΥ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ ΚΑΙ 

ΤΕΚΝΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ ΠΟΥ ΥΠΗΡΕΤΟΥΝ ΣΤΟ 

ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία, σχολικό βιβλίο σελ.99 

Α2. Θεωρία, σχολικό βιβλίο σελ.162 

Α3. Θεωρία, σχολικό βιβλίο σελ. 128-129 

Α4. 

α) Σ   β) Σ   γ) Σ   δ) Λ   ε) Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 

Έχουμε Df = ℝ 

Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο ℝ ως πολυωνυμική με  

f ′(x) = (x3 − 3x + 1)′ = 3x2 − 3 

f ′(x) = 0 ⇔ 3x2 − 3 = 0 ⇔ 3(x2 − 1) = 0 ⇔ x2 − 1 = 0 ⇔ x = 1 ή x = −1 

x −∞                     −1                                1  +∞ 
f′(x) + - + 

f(x)    

 



 

2 
 

Επομένως η συνάρτηση f: 

• είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (−∞, −1] και [1, +∞) 

• είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [-1,1] 

• παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο -1 το f(−1) = 3 

• παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 1 το f(1) = −1 

Β2. 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο x0 = 0 είναι της μορφής 

 (ε): y − f(0) = f′(0)(x − 0) 

Έχουμε f(0) = 1 και f ′(0) = −3 

Δηλαδή: (ε): y − 1 = −3(x − 0) ⇔ y = −3x + 1 

Β3. 

Ι = ∫
f(x)

x
dx = ∫

x3 − 3x + 1

x
dx = ∫ (

x3

x
−

3x

x
+

1

x
) dx = ∫ (x2 − 3 +

1

x
) dx

2

1

2

1

2

1

2

1

 

= [
x3

3
− 3x + ln|x|]1

2=(
23

3
− 3 ∙ 2 + ln2) − (

13

3
− 3 ∙ 1 + ln1)= 

8

3
− 6 + ln2 −

1

3
+ 3 = ln2 −

2

3
 

Β4. 

lim
x→+∞

f(x)

x3
= lim

x→+∞

x3 − 3x + 1

x3
= lim

x→+∞

x3

x3
= 1 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 

Κατακόρυφες ασύμπτωτες: lim
x→1+

f(x)= lim
x→1+

x

x−1
= lim

x→1+
(x ∙

1

x−1
) = +∞ 

Αφού lim
x→1+

1

x−1
= +∞ 

Άρα η x = 1 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη. 
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Οριζόντιες ασύμπτωτες: 

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x

x − 1
= lim

x→+∞

x

x
= 1 

Άρα η y = 1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη. 

Γ2. 

f(x) = g(x) ⇔
x

x − 1
= lnx 

Θέτω σ(x) = lnx ∙ (x − 1) − x με x ∈ [e, e2] 

• σ συνεχής στο [e, e2] ως πράξεις συνεχών. 
• σ(e) = lne ∙ (e − 1) − e = e − 1 − e = −1 < 0 

            σ(e2) = lne2 ∙ (e2 − 1) − e2 = 2(e2 − 1) − e2 = 2e2 − 2 − e2 = e2 − 2 > 0 

Οπότε σ(e) ∙ σ(e2) < 0 

Από θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (e, e2) τέτοιο ώστε 

σ(x0) = 0. Δηλαδή υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης σ(x) = 0 ⇔

f(x) = g(x), x ∈ (e, e2)  

Γ3. 

Df = (1, +∞) και Dg = (0, +∞) 

Πεδίο ορισμού: 

Dgof = {x ∈ Df / f(x) ∈  Dg} ⇔ {x ∈ (1, +∞) και f(x) ∈ (0, +∞)} 

⇔ {x > 1 και  
x

x−1
> 0} ⇔ {x ∙ (x − 1) > 0} ⇔ {x < 0 ή x > 1} 

Τελικά Dgof = (1, +∞) 

Τύπος: 

φ(x) = (gof)(x) = g(f(x)) = ln
x

x − 1
= lnx − ln (x − 1) 
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Γ4. 

φ(x) = lnx − ln(x − 1), x > 1 

h(x) = ln(
x

x − 1
) 

Πρέπει x − 1 ≠ 0 ⇔ x ≠ 1 και 
x

x−1
> 0 ⇔ x ∙ (x − 1) > 0 ⇔ x < 0 ή x > 1 

Άρα Dh = (−∞, 0) ∪ (1, +∞) 

h(x) = ln(
x

x−1
) με Dh = (−∞, 0) ∪ (1, +∞) 

Επομένως οι συναρτήσεις είναι δεν ίσες. 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  

Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ℝ άρα και συνεχής. Δηλαδή 

lim
x→0

f(x) = f(0) 

Θέτω g(x) =
f(x)−ημx

x
 με lim

x→0
g(x) = 0 

g(x) ∙ x = f(x) − ημx ⇒ f(x) = g(x) ∙ x + ημx 

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(g(x) ∙ x + ημx) = 0 + 0 = 0 = f(0) 

Επιπρόσθετα,  

lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0

f(x)

x
= lim

x→0

f(x) − ημx + ημx

x
 

= lim
x→0

(
f(x) − ημx

x
+

ημx

x
) = 0 + 1 = 1 = f′(0) 

Δ2. 

Ισχύει: f ′(x) ∙ f ′′(x) = x,     x ∈ ℝ 

⇔ 2f ′(x) ∙ f ′′(x) = 2x ⇔ [(f ′(x))
2

]
′

= (x2)′ ⇔ (f ′(x))
2

= x2 + c1 

Για x=0 έχουμε  

(f ′(0))2 = 02 + c1 ⇔ c1 = 1 
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Άρα (f ′(x))2 = x2 + 1  

Επειδή 𝑥2 + 1 ≠ 0 είναι και 𝑓′(𝑥) ≠ 0 και αφού 𝑓′(𝑥) συνεχής ως 

παραγωγίσιμη και επίσης 𝑓′(0) = 1 > 0 θα ισχύει 𝑓′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

Δηλαδή,  (f ′(x))2 = x2 + 1 ⇔ f ′(x) = √x2 + 1,   x ∈ ℝ 

Δ3. 

f ′′(x) =
1

2√x2 + 1
∙ (x2 + 1)′ =

2x

2√x2 + 1
=

x

√x2 + 1
,   x ∈ ℝ 

f ′′(x) = 0 ⇔ x = 0 

x −∞                                     0 +∞ 
f’’(x) - + 
f(x)   

 

 

Συνεπώς η f είναι κοίλη στο (−∞, 0] και είναι κυρτή στο [0, +∞) 

Η Cf εμφανίζει σημείο καμπής  το (0,0).  

Δ4. 

Έχουμε: f ′(x) = √x2 + 1 > 0, δηλαδή η f είναι γνησίως αύξουσα, οπότε και  

¨1-1¨. 

Επίσης η εφαπτομένη της Cf στο Ο(0,0) είναι: 

y − f(0) = f ′(0)(x − 0) ⇔ y = x 

• Η f είναι κοίλη στο (−∞, 0], άρα η Cfβρίσκεται κάτω από την (ε) με 

εξαίρεση το σημείο επαφής. Δηλαδή f(x) ≤ x για κάθε x ∈ (−∞, 0]. Είναι 

lim
x→−∞

x = −∞ άρα και lim
x→−∞

f(x) = −∞ 

• Η f είναι κυρτή στο [0+∞), άρα η Cfβρίσκεται πάνω από την (ε) με 

εξαίρεση το σημείο επαφής. Δηλαδή f(x) ≥ x για κάθε x ∈ [0+∞).  

           Είναι lim
x→+∞

x = +∞ άρα και lim
x→+∞

f(x) = +∞ 

Επειδή f συνεχής στο ℝ θα είναι Df−1 = f(ℝ) = ( lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x)) = ℝ. 


