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ΘΕΜΑ Α
Α1. Έστω 𝑥 1 , 𝑥 2 ∈ Δ , με 𝑥 1 < 𝑥 2 . Θα δείξουμε ότι 𝑓(𝑥 1) < 𝑓(𝑥 2) . Πράγματι, στο

διάστημα [𝑥 1, 𝑥 2] η 𝑓 ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. Επομένως, υπάρχει
𝜉 ∈ (𝑥 1, 𝑥 2) τέτοιο, ώστε

𝑓 ′(𝜉) = 𝑓(𝑥 2) − 𝑓(𝑥 1)
𝑥 2 − 𝑥 1

,

οπότε έχουμε
𝑓(𝑥 2) − 𝑓(𝑥 1) = 𝑓 ′(𝜉) (𝑥 2 − 𝑥 1)

Επειδή 𝑓 ′(𝜉) > 0 και 𝑥 2 − 𝑥 1 > 0 έχουμε 𝑓(𝑥 2) − 𝑓(𝑥 1) > 0 , οπότε 𝑓(𝑥 1) < 𝑓(𝑥 2) .

Α2. Αν 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = ℓ , τότε η ευθεία 𝑦 = ℓ λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής
παράστασης της 𝑓 στο +∞ .

Α3. Έστω μία συνάρτηση 𝑓 ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και 𝑥0 ένα εσωτερικό σημείο του
Δ . Αν η 𝑓 παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 𝑥0 και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο
αυτό, τότε:

𝑓 ′(𝑥0) = 0

Α4.
α) Σωστό , β) Λάθος , γ) Σωστό , δ) Λάθος , ε) Σωστό .

ΘΕΜΑ Β

B1. Η 𝑓 είναι συνεχής και παραγωγίσιμη, ως πολυωνυμική, με:

𝑓 ′(𝑥) = 3𝑥 2 − 6𝑥 , 𝑥 ∈ R .

Είναι:
𝑓 ′(𝑥) = 0 ⇔ 3𝑥 ⋅ (𝑥 − 2) = 0 ⇔ (𝑥 = 0 ή 𝑥 = 2 )

𝑥

𝑓 ′(𝑥)

𝑓(𝑥)

−∞ 0 2 +∞

−||− 0 −− 0 −||−

• 𝑓 ′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (−∞, 0) και η 𝑓 συνεχής στο (−∞, 0] , άρα η 𝑓 είναι
γνησίως αύξουσα στο (−∞, 0] .
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• 𝑓 ′(𝑥) < 0 για κάθε 𝑥 ∈ (0, 2) και η 𝑓 συνεχής στο [0, 2] , άρα η 𝑓 είναι γνησίως
φθίνουσα στο [0, 2] .

• 𝑓 ′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (2, +∞) και η 𝑓 συνεχής στο [2, +∞) , άρα η 𝑓 είναι
γνησίως αύξουσα στο [2, +∞) .

Η 𝑓 παρουσιάζει τοπικό μέγιστο, για 𝑥 = 0 , το 𝑓(0) = 2 , και τοπικό ελάχιστο, για
𝑥 = 2 , το 𝑓(2) = −2 .

B2. Η 𝑓 ′ είναι παραγωγίσιμη, με:

𝑓 ″(𝑥) = 6𝑥 − 6 = 6 ⋅ (𝑥 − 1) , 𝑥 ∈ R .

Είναι:
𝑓 ″(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 − 1 = 0 ⇔ 𝑥 = 1

𝑥

𝑓 ″(𝑥)

𝑓(𝑥)

−∞ 1 +∞
−− 0 −||−

Η 𝑓 είναι κοίλη στο (−∞, 1] , κυρτή στο [1, +∞) , και το Α (1, 𝑓(1)) , δηλαδή το
Α (1, 0) , είναι σημείο καμπής της 𝐶𝑓 .

B3. Έχουμε ότι:

Ι = ∫
2

1
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

2

1
(𝑥 3 − 3𝑥 2 + 2) 𝑑𝑥 = [𝑥

4

4 − 𝑥 3 + 2𝑥]
2

1
= ⋯ = −54

B4. Θεωρούμε τη συνάρτηση:

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ [0, 1] .

Ισχύουν 𝑔(0) = 𝑓(0) − 𝑒0 = 1 > 0 και 𝑔(1) = 𝑓(1) − 𝑒 1 = −𝑒 < 0 . Οπότε:

• 𝑔(0) ⋅ 𝑔(1) < 0 και
• η 𝑔 είναι συνεχής στο [0, 1] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων.

Από Θεώρημα Bolzano υπάρχει στο (0, 1) μία, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης:

𝑔(𝑥) = 0 ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 .

2



ΘΕΜΑ Γ

Γ1. Είναι 𝐷𝑔 = 𝐷 ℎ = (0, +∞) , άρα:

𝐷𝑔∘ℎ = {𝑥 ∈ 𝐷 ℎ || ℎ(𝑥) ∈ 𝐷𝑔} = {𝑥 ∈ (0, +∞) || 𝑙𝑛 𝑥 > 0} = {𝑥 > 0 || 𝑙𝑛 𝑥 > 𝑙𝑛 1} =

= {𝑥 > 0 || 𝑥 > 1} = (1, +∞) .
Τύπος:

𝑓(𝑥) = (𝑔 ∘ ℎ)(𝑥) = 𝑔 (ℎ(𝑥)) = 𝑔 (𝑙𝑛 𝑥) = 𝑒 𝑙𝑛𝑥 + 1
𝑒 𝑙𝑛𝑥 − 1 =

𝑥 + 1
𝑥 − 1 , 𝑥 > 1 .

Οπότε:
𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1

𝑥 − 1 , 𝑥 ∈ (1, +∞) .

Γ2. Η 𝑓 είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο (1, +∞) , με:

𝑓 ′(𝑥) = (𝑥 + 1) ′(𝑥 − 1) − (𝑥 + 1) (𝑥 − 1) ′
(𝑥 − 1) 2 = 𝑥 − 1 − (𝑥 + 1)

(𝑥 − 1) 2 = − 2
(𝑥 − 1) 2 < 0 ∀ 𝑥 > 1

άρα 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα, οπότε και 1 − 1 ( αντιστρέψιμη ). Επιπλέον,

𝑓 ((1, +∞)) = ( 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥), 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥)) = (1, +∞) = 𝐷𝑓−1 ,

όπου:
𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑥 + 1
𝑥 − 1 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑥
𝑥 = 1

και
𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

[(𝑥 + 1) ⋅ 1
𝑥 − 1]

2⋅(+∞)===== +∞ ,

διότι
𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

(𝑥 − 1) = 0 και 𝑥 − 1 > 0 όταν 𝑥 → 1+

Συνεπώς, 𝐷𝑓 = 𝐷𝑓−1 = (1, +∞) . Επιπλέον,

𝑓(𝑥) = 𝑦
𝑦>1

⟸⟹ 𝑥+ 1
𝑥 − 1 = 𝑦 ⇔ 𝑥 + 1 = 𝑦𝑥 − 𝑦 ⇔ (𝑦 − 1) 𝑥 = 𝑦 + 1

𝑦>1
⟸⟹𝑥 = 𝑦 + 1

𝑦 − 1
δηλαδή:

𝑓−1(𝑦) = 𝑦 + 1
𝑦 − 1 , με 𝑦 > 1

οπότε:
𝑓−1(𝑥) = 𝑥 + 1

𝑥 − 1 , με 𝑥 ∈ (1, +∞)

Επομένως: 𝑓−1 = 𝑓 .

Γ3. Από το ( Γ2 ) έχουμε ότι: 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = +∞ , άρα η 𝑥 = 1 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη
της 𝐶𝑓 . Η γραφική παράσταση της 𝑓 δεν έχει άλλη κατακόρυφη ασύμπτωτη, διότι
είναι συνεχής ( ως ρητή ) στο (1, +∞) .
Επιπλέον, 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 1 , άρα η ευθεία 𝑦 = 1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της 𝐶𝑓 στο

+∞ , ( επομένως δεν μπορεί να έχει και πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ ).
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Γ4. Είναι: 𝑓(𝑥) > 1 και −1 ≤ 𝜎𝜐𝜈 𝑥 ≤ 1 για κάθε 𝑥 ∈ (1, +∞) .
Συνεπώς: 𝑓(𝑥) > 𝜎𝜐𝜈 𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ (1, +∞) ,
άρα η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈 𝑥 είναι αδύνατη στο διάστημα αυτό.

ΘΕΜΑ Δ
Δ1.

i) Θα δείξουμε ότι η εξίσωση 𝑓(𝑥) = −𝑥+ 2 έχει ρίζα στο [1, 2] . Θεωρούμε τη συνάρτηση:
𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥 − 2 , 𝑥 ∈ [1, 2] .

Η 𝑔 είναι συνεχής στο [1, 2] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων ( η 𝑓 είναι συνεχής
ως παραγωγίσιμη και η 𝜑(𝑥) = 𝑥 − 2 ως πολυωνυμική ). Επιπλέον,

𝑔(1) = 𝑓(1) + 1 − 2 = −1 < 0 και 𝑔(2) = 𝑓(2) + 2 − 2 = 2 > 0 ,
δηλαδή 𝑔(1) ⋅ 𝑔(2) < 0 . Από Θεώρημα Bolzano, υπάρχει στο (1, 2) ⊆ [1, 2] μία, του-
λάχιστον, ρίζα της εξίσωσης

𝑔(𝑥) = 0 ⇔ 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 2 .

ii) Η εφαπτομένη της 𝐶𝑓 στο σημείο της Α (2, 𝑓(2)) έχει εξίσωση:
𝑦 − 𝑓(2) = 𝑓 ′(2) ⋅ (𝑥 − 2) ⇔ 𝑦 − 2 = 1 ⋅ (𝑥 − 2) ⇔ 𝑦 = 𝑥 ,

δηλαδή η ευθεία (𝜀2) εφάπτεται της 𝐶𝑓 στο Α .
Δ2. Είναι 𝑓 ″(𝑥) < 0 , για κάθε 𝑥 ∈ [1, 2] , άρα η 𝑓 ′ είναι γνησίως φθίνουσα στο [1, 2] ,

οπότε:
1 < 𝑥 < 2

𝑓 ′

⟹ 𝑓 ′(𝑥) > 𝑓 ′(2) ,
απ’ όπου έχουμε:

𝑓 ′(𝑥) > 1 > 0 , δηλαδή 𝑓 ′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (1, 2)
και η 𝑓 συνεχής στο [1, 2] , άρα η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα, οπότε και 1−1 . Επομένως:

𝑓 ([1, 2]) = [𝑓(1), 𝑓(2)] = [0, 2] = 𝐷𝑓−1 .

Δ3. Για 𝑥 ∈ (1, 2) ,
• Η 𝑓 είναι συνεχής στο [1, 𝑥] και
• παραγωγίσιμη στο (1, 𝑥) .

Από το Θ.Μ.Τ. υπάρχει 𝜉1 ∈ (1, 𝑥) τέτοιο, ώστε:

𝑓 ′(𝜉1) =
𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1 = 𝑓(𝑥)
𝑥 − 1

Επίσης,
• Η 𝑓 είναι συνεχής στο [𝑥, 2] και
• παραγωγίσιμη στο (𝑥, 2) .

Από το Θ.Μ.Τ. υπάρχει 𝜉2 ∈ (𝑥, 2) τέτοιο, ώστε:

𝑓 ′(𝜉2) =
𝑓(2) − 𝑓(𝑥)

2 − 𝑥 = 2 − 𝑓(𝑥)
2 − 𝑥

Όμως,

𝜉1 < 𝜉2
𝑓 ′

⟹ 𝑓 ′(𝜉1) > 𝑓 ′(𝜉2) ⇒
𝑓(𝑥)
𝑥 − 1 >

2 − 𝑓(𝑥)
2 − 𝑥 , ∀ 𝑥 ∈ (1, 2) .
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